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Аннотация. В данной работе рассматривается многоканальный дискретный спектральный анализ сигналов, при котором предполагается, что в различных каналах одинаковый спектральный состав, отличающийся комплексными амплитудами гармоник. Предполагается, что спектры являются разреженными, что дает возможность поставить задачу минимизации квадрата ошибки относительно вектора комплексных амплитуд гармоник с регуляризацией смешанной нормой первого и второго порядка. Данная задача решается с использованием блочно-координатных градиентных алгоритмов, которые рассматриваются в данной работе. Приводятся результаты математического моделирования, показывающие, что предлагаемые методы достигают заданной вероятности разрешения при значительно меньшем отношении сигнал/шум.
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I. Введение
Спектральный анализ широко применяется в различных областях, в которых используется обработка сигналов, включая радио- и гидролокацию, радиоастрономию, сейсмологию, биомедицину и т. д. Хорошо известны алгоритмы повышенного разрешения, такие как метод минимальной дисперсии и метод MUSIC и др. [1]–[2].

В настоящее время наиболее перспективным и актуальным путем повышения характеристик систем извлечения информации является сбор данных от множества источников. В основе такого подхода могут лежать различные технологии, например, сенсорные сети, многопозиционные активные и пассивные радио- и эхолокаторы, разнесенные радиотелескопы, и прочие мультистатические системы. Применение мультистатических систем связано с развитием высокоскоростных коммуникаций, которые позволяют обеспечить сбор данных в распределенных системах для их совместной обработки, в том числе в реальном масштабе времени. Перечисленные направления открывают широкие перспективы для применения многоканального спектрального анализа сигналов.
Модели сигналов при многоканальном наблюдении могут содержать случайные параметры, которые могут быть статистически независимыми в различных каналах, при этом частоты гармоник во всех каналах одинаковые. В работе [3] рассматривается модель сигналов со случайными комплексными амплитудами гармоник некоррелированными в различных каналах. В [3] предложены обобщения алгоритмов минимальной дисперсии и MUSIC на случай многоканального наблюдения, которые ранее использовались в оценке параметров и адаптивном приеме сигналов в частично калиброванных антенных подрешетках [4]–[7].
В настоящей работе рассматривается многоканальная система, модель сигнала которой совпадает с [3]. В отличие от указанной работы предлагается использовать подход, основанный на разреженном восстановлении сигналов. Обработке разреженных сигналов или разреженной аппроксимации уделяется большое внимание в теории [8]–[9]. Разреженная аппроксимация представляет большой интерес в спектральном анализе и обработке сигналов в антенных решетках [10]–[14], так как позволяет получить высокую разрешающую способность. Восстановление разреженных спектров основывается на минимизации числа гармонических составляющих и поиске их комплексных амплитуд, при котором обеспечивается значение квадрата ошибки меньше заданной величины.

Один из наиболее эффективных подходов разреженной аппроксимации основывается на регуляризации квадрата ошибки нормой первого порядка вектора неизвестных параметров, что приводит к задаче, называемой LASSO [15], которая для спектрального анализа рассматривалась в работах [12], [14]. Задача LASSO имеет высокоэффективный алгоритм решения, который основывается на проксимальном градиентном спуске, получивший название ISTA [16].
Применение разреженного восстановления к многоканальному спектральному анализу приводит к задаче group LASSO [17], в которой используется регуляризация смешанной нормой l–1,2. Для ее решения предложены блочно-координатные итерационные алгоритмы [18], а именно блочный покоординатный алгоритм и блочно-координатный проксимальный градиентный спуск.
II. Модель сигнала
Рассмотрим многоканальную систему, состоящую из M каналов наблюдения некоторого процесса. Сигнал, наблюдаемый в m-ом канале, будем представлять в виде комплексных отсчетов 
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дискретного времени , где L – число выборок входного процесса. Наблюдаемый сигнал в m-ом канале запишем в виде
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где K – число гармонических составляющих во входном сигнале, 
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 – комплексная амплитуда k-ой гармоники в m-ом канале, 
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 – круговая частота k-ой гармоники, 
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 – собственный шум приемника в m-ом канале. Шумы приемников будем считать белыми гауссовскими случайными процессами, некоррелированными в различных каналах наблюдения.
Отсчеты сигнала в m-ом канале наблюдения представим в виде комплексного вектора 
  размерности L(1, где операция (.)T означает транспонирование матрицы или вектора. В векторном виде модель входного сигнала (1) перепишем как
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где вектор 
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 описывает L отсчетов комплексного гармонического сигнала единичной амплитуды и частоты (,  – вектор L отсчетов собственного шума в m-ом канале.

Совокупность сигналов по всем каналам наблюдения представим в виде матрицы сигнала 
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и представляется в виде
, которая имеет размерность L(M 
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где 
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 – матрица комплексных гармоник на частотах , присутствующих в спектре входного сигнала, 
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-ый элемент равный – матрица комплексных амплитуд, у которой (k, m) является комплексной амплитудой 
k-ой гармоники в m-ом канале, 
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 – матрица собственных шумов.

III. Разреженное представление и постановка задачи
Рассмотрим модель разреженного представления наблюдаемого сигнала. Для этого предполагается дискретная модель частотного спектра, в которой считается, что возможные частоты гармоник лежат в интервале 
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 с шагом 
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, где N – число дискретных отсчетов по частоте. Будем полагать, что число дискретов по частоте много больше числа гармоник в спектре, т.е. 
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. Значения дискретных частот запишем как
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Полагаем, что частоты гармоник, присутствующих во входном сигнале (1), принадлежат множеству дискретных отсчетов (4) или 
. Следует отметить, что в реальных моделях частоты сигналов 



 не совпадают с частотами дискретной сетки , что может приводить к некоторому ухудшению качества работы рассматриваемых ниже алгоритмов.
Введем матрицу 
 размерности L(N, у которой n-ый столбец является гармоникой на частоте 
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. Эту матрицу называют матрицей алфавита разреженного представления. Тогда матрицу сигнала (3) можно переписать в виде
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где 
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 – матрица комплексных амплитуд разреженного представления,  – векторы, являющиеся строками 

Выражение (5) представим также в следующем виде
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где 
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, а 
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 – n-ая строка матрицы 
[image: image50.emf]








X

, 
[image: image51.emf]








 – вектор-столбец, состоящий из N блоков, являющих строками матрицы 
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 – вектор-столбец, соcтоящий из строк матрицы 
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 – матрица алфавита для представления (6), которая записывается как 
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 единичная матрица размерности 
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 – символ Кронекерова произведения матриц, 
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 – n-ая подматрица матрицы 
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Отметим, что у матрицы 
[image: image62.emf]
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 только K строк содержат ненулевые элементы, а остальные (N-K)
 строк являются нулевыми. Номера строк с ненулевыми элементами соответствуют столбцам матрицы алфавита, которые содержат гармоники с частотами 
, а значения элементов соответствуют значениям матрицы 
. При условии  матрицу 
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 называют блочно-разреженной матрицей.

Степенью разреженности векторов или матриц служит норма нулевого порядка, которую для произвольного вектора 
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обозначают как 
, равная числу ненулевых элементов вектора. Для блочно-разреженных матриц используются смешанные нормы, которые характеризуют блочную разреженность. Если блоки ненулевых элементов представляет собой строки произвольной матрицы 
, то ее разреженность можно характеризовать смешанной нормой , которая определяется следующим образом
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где 
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 – норма второго порядка. Если матрица  имеет K строк отличных от нуля, то 
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Постановка задачи блочно-разреженной аппроксимации математически записывается следующим образом [17]
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Целевая функция в задаче (8) является невыпуклой функцией, а оптимизационная задача (8) не имеет алгоритма решения полиномиальной сложности, что затрудняет практическое использование подхода разреженной аппроксимации на основе прямого решения задачи (8). Среди различных приближенных методов решения задачи (8) наиболее эффективным является замена смешанной нормы нулевого порядка в целевой функции (8) на смешанную норму первого порядка 
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Заменяя целевую функцию в (8), а также переходя от условной оптимизации к задаче безусловной оптимизации, используя метод множителей Лагранжа, получаем следующую задачу
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которая представляет собой минимизацию квадрата ошибки с регуляризацией смешанной 
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 нормой, где 
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 – параметр регуляризации. В регрессионном анализе такая задача получила название block LASSO или group LASSO [17].
Задача (10) является выпуклой и имеет эффективные алгоритмы полиномиальной сложности. Отметим, что второе слагаемое в (10) является не дифференцируемой функцией во всех точках, поэтому обычный градиентный спуск является не сходящимся.

IV. Блочно-координатные алгоритмы
Рассмотрим обобщение алгоритмов покоординатного спуска и проксимального градиентного спуска, которые являются вычислительно эффективными для задачи LASSO, на случай блочной разреженности. В общем виде данные алгоритмы для задачи group LASSO представлены в работе [18].
A. Блочный покоординатный алгоритм
В отличие от покоординатного спуска, в котором на каждом шаге оптимизируется одна координата неизвестного вектора, в блочном покоординатном алгоритме на каждом шаге оптимизируется один из блоков вектора 



. Число шагов в этом случае равно N, так как число блоков определяется размерностью частотной сетки. На n-ом шаге минимизируется целевая функция по вектору , а остальные векторы 
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 принимают фиксированные значения. Задача оптимизации для n-го шага представляется в виде
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Решение задачи для n-го шага записывается в виде
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где 
[image: image97.emf]








I

M

 – единичная матрица размерности 
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 – коэффициент, который можно найти численным решением уравнения
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B. Алгоритм блочно-координатного проксимального градиентного спуска
В блочно-координатном алгоритме каждая итерация градиентного спуска разбивается на N шагов, при этом на n-ом шаге выполняется градиентное приращение для n-го блока вектора 
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. Таким образом, на j-ой итерации на n-ом шаге вычисляется оценка вектора 
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 – текущее обновление n-го блока в результате проксимального градиентного спуска, которое основано на вычислении градиентного приращения
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и проксимальной операции
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 – гиперпараметры, блочно-координатного градиентного спуска.
V. Результаты моделирования

Рассмотрим модель системы, состоящей из M=5 приемных каналов. Зададим дискретную сетку из N=512 частотных точек. Наблюдаемый в каждом из каналов сигнал длительностью L=128 отсчетов содержит K=3 гармоники с нормированными частотами 
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 равными амплитудами и случайными начальными фазами. Полезные сигналы принимаются на фоне собственных шумов с нулевым математическим ожиданием, единичной дисперсией и некоррелированными во времени и статистически независимыми в различных каналах.

Блочно-координатные алгоритмы разреженного восстановления будем сравнивать с алгоритмом MUSIC с усреднением спектров по каналам наблюдения. В качестве метрики для сравнения алгоритмов используется вероятность разрешения. Будем считать, что сигналы разрешены, когда восстановленные комплексные гармоники совпадают по частоте с истинным положением или отличаются на один отсчет по частоте от истинного положения, при этом минимальная амплитуда из всех восстановленных компонент превышает пороговое значение, установленное по собственным шумам. Для статистического моделирования реализуется 10000 экспериментов со случайными фазами комплексных гармоник и случайными собственными шумами.
На рис. 1 приведены зависимости вероятности успешной реализации от отношения сигнал/шум (ОСШ) для методов блочного покоординатного алгоритма (BCD) и блочно-координатного проксимального градиентного спуска (BC ISTA), а также, для сравнения, приведены вероятности для классического алгоритма MUSIC с усреднением спектров по каналам. Как видно из рис. 1, алгоритмы разреженного восстановления существенно превосходят классический алгоритм по вероятности разрешения, а именно, алгоритмы разреженного восстановления достигают вероятность 0.9 при ОСШ равном -11 дБ, а алгоритм MUSIC при вероятности 2,5 дБ.
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Рис. 1.  Зависимость вероятности разрешения от ОСШ
VI. Заключение
В данной работе рассматривалась задача спектрального анализа в многоканальной системе. В различных каналах системы наблюдаются сигналы с одинаковым спектральным составом и со случайными независимыми комплексными амплитудами гармоник. Предлагается подход анализа спектра, основанный на разреженной аппроксимации, позволяющий получить высокую разрешающую способность. При этом задача оценки комплексных амплитуд сводится к оптимизационной задаче group LASSO, для решения которой используются блочно-координатные алгоритмы покоординатного спуска и проксимального градиентного спуска. Результаты моделирования показали высокие характеристики по разрешению в сравнении с классическим алгоритмом.
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